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L'orthogonalisation généralisée
une solution algorithmique
au probleme des moindres carrés

Il Joél VAN CRANENBROECK

La méthode des moindres carrés a été concue par
Legendre et devait servir a la détermination des
parameétres orbitaux des planétes. C’est un peu plus
tard que Gauss a donné a cette méthode les bases et
les formulations mathématiques rigoureuses.

Depuis, de nombreux mathématiciens ont apporté leurs RIS
contributions au développement et aux applications de (L AULLLLY

B MOTS-CLES

Moindres carrés, calcul
matriciel, ajustement,

orthogonalisation,
réseaux de nivellement,

cette méthode. Citons Laplace, Tchebychev, Kalman et

Markov. Des travaux importants ont été réalisés également par des géodésiens
comme Doolittle, Helmert, Tienstra, Meissl et Moritz. En Belgique, nous devons
faire référence aux travaux de Marchant, Baetslé et Van Den Herrewegen. On
a aussi associé a certains algorithmes le nom de ceux qui ont proposé des
méthodes originales permettant la résolution numérique associées a cette
méthode, comme en France Cholesky et Levallois. Les autres Banachiewicz,

Gauss et Jordan sont bien connus.

ujourd’hui, les outils informa-
tiques dont nous disposons
exigent des méthodes numé-

riques adaptées. On s’accorde a dire
qu’elles doivent répondre a un certain
nombre de critéres dont la stabilité
numeérique, la facilité de programmation,
la portabilité du logiciel, c’est-a-dire son
indépendance vis-a-vis d'un type bien
précis de systéme d’exploitation, etc.

Lobjet de cet article est de présenter une
méthode de résolution peu connue des
utilisateurs de la méthode des moindres
carrés en géodésie et en topographie et
qui présente pourtant des avantages
considérables. Cette méthode dite
“orthogonalisation généralisée” se base
sur une version modifiée de la méthode
d'orthogonalisation de Gram-Schmidt.
Elle est trés concise, numériquement
stable et permet la résolution de
systemes d’équations linéaires simples
ou surdéterminés. Elle ne fait appel a
aucun algorithme d’inversion matri-
cielle ni a la technique d'éliminations
successives. Il ny a pas de formation
d’équations normales. Les pionniers de

cette méthode sont E Charamza [1] et
J. Gazdzicki [2].

Nous avions déja publié un article sur
cette méthode en 1986 dans le Bulletin
trimestriel de la Société belge de
photogrammétrie-télédection et carto-
graphie [3] quand nous travaillions
a l'Institut géographique national de
Belgique au département de la Géodésie
de 1983 4 1989. A I'époque, les premiers
mini-ordinateurs faisaient leur appari-
tion et le département de la Géodésie
souhaitait s’affranchir des services du
Centre de traitement informatique (CTI)
qui travaillait en temps partagé sur des
serveurs IBM a des prix élevés facturés
a la milliseconde de CPU. Pour donner
un exemple, le traitement de I'aérotrian-
gulation du Rwanda a pris 20 minutes et
a épuisé le budget annuel du CTI. C'est
dire qu’une certaine indépendance vis-a-
vis de ces outils était la bienvenue.

Notre mission était de développer un
logiciel d’ajustement par les moindres
carrés, incluant tous les raffinements
numeériques de |I'époque, a savoir la
méthode B de test imaginée par le

Professeur Baarda [15] de Delft pour la
détection des erreurs grossiéres, mais
également pour produire les indicateurs
de fiabilité interne et externe et I'ajuste-
ment de réseaux libres qui font appel a
I'inversion généralisée.

Lorthogonalisation généralisée a été
systématiquement utilisée dans nos
logiciels a cette époque, mais également
pour tous les logiciels que nous avons
développés apres et notamment, par
exemple, pour le logiciel StarTopoTX de
la société Star Informatic (qui devint Star
Apic et fut rachetée par 1Spatial) [16].

Il y avait une autre demande pour
permettre la conception d'un réseau
géodésique de second ordre, ou la posi-
tion des points est imposée et ou I'on
souhaite, pour atteindre une précision
donnée en termes d’écart-type, calculer
la précision a obtenir pour chaque
observation. La conception du réseau
de second ordre est particulierement
importante pour celle d'un réseau
géodésique. Dans la conception de cet
ordre, les poids optimaux des obser-
vations sont recherchés. Cela fait appel
également a un produit matriciel trés
particulier, inventé par Khatri et Rao [4]
et utilisé dans un développement de
Gunther Schmitt [5].

A cette époque, il y avait des déve-
loppements et des contributions
internationales trés importants liés a la
résolution numérique du probléme des
moindres carrés. Avec des moyens de
traitement limités, I'imagination était
trés sollicitée. Aujourd’hui, le traite-
ment de millions de points issus des
fameux nuages de points engendrés
par les scanners et autres capteurs, ne
surprend plus grand monde. D’'autre
part, les étudiants, mais également les
professionnels, en géodésie et topogra-
phie, ne paraissent plus motivés pour
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plonger dans ces algorithmes, avec le
risque de perdre progressivement leur
maitrise et donc, de devenir tributaires
des sociétés de production de logiciel.

Pour ma part, a cette époque, en tant que
jeune diplomé géomeétre-expert avec
un bagage en math sup, je me suis fixé
comme regle de vie professionnelle de
n’utiliser aucune méthode de traitement
que je ne pouvais a la fois démontrer
et donc programmer. Cela m’a permis
de comprendre exactement comment
les résultats des observations étaient
délivrés et également d’optimiser les
opérations topographiques et d'innover
par le choix des modeéles mathéma-
tiques. A cet égard, I'arrivée du GPS, puis
du GNSS, a été une aubaine pour beau-
coup de nouveaux développements, qui
tous, pourtant, reposent sur cette base
de connaissance de la méthode des
moindres carrés couplée aux filtrages
numeériques et de I'inférence statistique.

Lenseignement des mathématiques,
actuellement en mauvaise posture, vise
entre autres a découvrir une certaine
beauté. Bruno Hourst écrit [6] : Les
mathématiques peuvent étre source
de beauté. On peut parler d'une “belle
formule” ou d'une “belle démonstra-
tion géométrique” Et, effectivement,
lorsque I'on a ressenti cette beauté, elle
semble évidente. Des démonstrations
géométriques sont “belles” par I'élé-
gance du raisonnement et |'articulation
de la démonstration. Des formules sont
“belles” par leur simplicité ou leur équi-
libre.

Semir Zeki [6] a expliqué : “La beauté
d’une formule peut résulter de la simpli-
cité, de la symétrie, de I'élégance ou de
I’expression d’une vérité immuable.
Pour Platon, la qualité abstraite des
mathématiques exprimait le summum
de la beauté”

Citons encore Carl Friedrich Gauss,
a propos des mathématiques : “Les
charmes enchanteurs de cette sublime
science ne se décélent dans toute leur
beauté qu’a ceux qui ont le courage de
I'approfondir [17].”

Cet article est donc également une
invitation a la découverte de I'élégance
d’un algorithme qui prend une autre
voie pour résoudre le probléme des
moindres carrés. Et, effectivement, dans

Revue XYZ » N° 172 - 3¢ trimestre 2022

la question de trouver la distance mini-
male entre un point et une droite, on
peut soit minimiser la fonction distance
a cette droite ou bien construire la
perpendiculaire de ce point abaissé sur
la droite. Lorthogonalisation générali-
sée est bien une autre fagon de résoudre
le probléeme des moindres carrés en
produisant des estimateurs linéaires
non biaisés dans des systemes d'équa-
tions surdéterminés.

orthogonalisation

M Indications

Nous présenterons, dans ce paragraphe,
un rappel des notions mathématiques
utilisées dans cet article. Sauf mention
contraire, tous les vecteurs seront doré-
navant des vecteurs colonnes.

Lorsque les composantes seront expli-
citées, nous écrirons [x;, Xy, ..., xn]T. Le
symbole [ |7 indique que les éléments
doivent étre écrits en colonne.

Un ensemble de tels vecteurs a n
composantes sur I'ensemble F est stable
pour I'addition, si la somme de deux
quelconques d’entre eux est encore
un vecteur de I'ensemble. De méme,
I’ensemble est stable pour la multipli-
cation par les scalaires si un vecteur
quelconque de I'ensemble multiplié
par un scalaire est encore un vecteur de
I'ensemble.

M Espaces vectoriels

Tout ensemble de vecteurs a n compo-
santes sur F stable pour la multiplication
par les scalaires et pour I'addition est
appelé espace vectoriel.

Ainsi, si x4, X, ..., X,,, sont des vecteurs
a n composantes sur F, 'ensemble des
combinaisons linéaires

ki X, +ky X5+ ..., k., X, avec k; dans F
est un espace vectoriel sur E

Lespace V, (F) de tous les vecteurs a n
composantes sur F est appelé espace
vectoriel a n dimensions sur F

V,(R) sera I'espace vectoriel a n dimen-
sions sur R, R étant I'ensemble des réels.

M Sous-espaces

Un ensemble V de vecteurs de V, (F) est
un sous-espace de V, (F) siV est stable
pour I'addition et la multiplication par les
scalaires. Ainsi |I'espace vectoriel nul a n
dimensions est un sous-espace de V. (F).
Il en est de méme de V, (F) lui-méme.

M Base et dimension

La dimension d'un espace vectoriel V
est le nombre minimum de vecteurs
linéairement indépendants pour engen-
drer V. Lensemble de ces vecteurs est
appelé une base de V. Si ceux-ci sont
orthogonaux deux a deux, la base est
dite orthogonale. Si leur norme est égale
a l'unité, la base sera dite orthonormée.
En géométrie élémentaire, I'espace
usuel est considéré comme un
ensemble a trois dimensions.

Les vecteurs dits élémentaires seront :

E,=[1,0,0]T
E2 = [Ol 1! O]T
E;=[0,0,1]T

Ceux-ci constituent une base impor-
tante de V5(F) que I'on appelle base
canonique de V,(F).

M Orthogonalisation

de Gram-Schmidt

En algébre linéaire, dans un espace
préhilbertien (c’est-a-dire un espace
vectoriel sur le corps des réels ou celui
des complexes, muni d'un produit
scalaire), le procédé de Gram-Schmidt
est un algorithme pour construire, a
partir d’'une famille libre finie, une base
orthonormée du sous-espace qu'elle
engendre. Cette méthode a été publiée
par Jgrgen Pedersen Gram en 1883 et
reformulée par Erhard Schmidt en 1907,
mais on la trouve déja dans des travaux
de 1816 de Laplace et de Cauchy en
1836 [7].

Soit X, X,, ..., X,,une base donnée de
V,M(R). On désigne par Y, Y,, ..., Y,,
I'ensemble des vecteurs deux a deux
orthogonaux a déterminer.

Etape 1: On prend Y, =X,

Etape 2 : Puis, on prend Y, = X, + aY,
Puisque Y, et Y, sont orthogonaux,

ona }H*Y2=Y1*Xz+ ﬂY]*}q=ﬂ

¥i*Xz
a=-—-==2
et Y,or,
o ¥ioX
ainsi ¥; =X, - 2=2«V,
Yy or,

Etape3:Onprend ¥, = X, + a¥, + b¥,

Puisque ¥;,¥; et ¥5 sont orthogonaux
deux a deux

YI*Y3=.'I"1*X3+ QYI*Y2+ET}’1*H
=YL*X3+ bYl*.'r'1=0



Fz‘}’ra:yI'X3+ arz*}(z‘{"b}’z*?’l
=F2*X3+ avz*!{g:o

YouX, ¥y=X
a=—- 2773 et h= —_—r3
Yyl ¥y=¥y
¥YaekXs ¥i=Xs
et = —_—— —
Yy =X Yooy, £ Yye¥, 1

on poursuit cette méthode jusqu’a I'ob-
tentionde Y,,

Yot ¥ X 4o
}.‘* L y

¥*Y

Y. =X, -

Alors les vecteurs unitaires

G = % Ji=12...,m) sont deux a
deux loogonaux et forment une base
orthonormée de ¥,"(R).

Remarque : le symbole * est le produit
scalaire entre deux vecteurs. Exemple :
Construisons en utilisant le procédé d’or
thogonalisation de Gram-Schmidt une
base orthogonale de V;(R) étant donné
la base dans les équations suivantes :

X1 = [11 1! 1]T
X2 = [11-21 1]T
Xg=11,2,3]T

. 1
Etape 1: ¥, =X, = H
1

. ¥eX
Etape2:V, = X, ——L—2*¥}
T Ty ey
1 " 1
=[ 2| 2452 -2
|
1 \_i
Etape 3
*X F*x
V=X, ——ded 3}, —L—i*}
Y,* Y, 37
1 | =]
=2[- 2+, -1 |=|0
g

Led

1
w3
6 =1 |1
S TATR P21
1
V3
1
V6

P
S TA TR N7
1

VB

-1

Y \-"?

3 =—==11)
ST I
vz

forment une base orthonormée de V(R).
Tout vecteur G sera vecteur unitaire et
tout produit scalaire G; * G/- =0

M Matrice orthogonale
Une matrice carrée A est orthogonale
si:

ATA=AAT =|

C'est-a-dire si: AT=A"

Il est clair que les vecteurs colonnes
(respectivement lignes) d’'une matrice
orthogonale A sont des vecteurs
unitaires deux a deux orthogonaux.

Soit Y = AX une application linéaire de
V. (R). S'il s’agit d'une transformation
de coordonnées d’'une base E a une
autre base Z, la base sera orthogonale
si A est orthogonale.

La matrice A formée par les vecteurs
G, , G, et Gz de notre exemple précé-
dent est orthogonale.

M Orthogonalisation et méthode
des moindres carrés

Considérons le probleme de trouver
un vecteur appartenant a V, (R)tel que
AX = B ou A appartient a V,"(R) et B
appartienta V,(R)avec n > m.

Quand il y a plus d’équations que d'in-
connues, on dit du systéeme d’équations
qu'il est surdéterminé. Le probléeme des
moindres carrés consiste a rendre mini-
male la norme euclidienne : miny [|4X = B]|
A appartenant a V,™(R) et B apparte-
nanta V,(R).

On demande un estimateur optimal
pour le vecteur X appartenant a V, (R).

La norme euclidienne étant invariante
par rapport aux transformations ortho-
gonales, la méthode des moindres
carrés bénéficie de la propriété intéres-
sante d'étre équivalente au probléme
suivant :

min, ||[(QTA)X — (QTB)||

en multipliant A et B par une matrice
orthogonale Q'. Supposons que la
matrice orthogonale QT ait été calculée
de telle fagon a ce que:

R™ o tﬂr:[g]

0
La solution du probleme des moindres
carrés est alors obtenue en résolvant le
systeme triangulaire supérieur :
RX=C

Q7A =

m
=M A=rm

Le vecteur des résidus :
V=AX-B

sera égal a la norme du vecteur D.

En effet

|4x - B[ = 0" 4x o B

=|&x -c| +D*

Trois méthodes sont généralement
proposées pour calculer cette facto-
risation orthogonale. Il s'agit de
I'orthogonalisation de Gram-Schmidt,
des réflecteurs de Householder et des
rotations de Givens.

La méthode exposée ici se base sur
I'orthogonalisation de Gram-Schmidt.
Malheureusement, celle-ci a une
stabilité numérique assez faible. Pour
y pallier, il a été proposé une version
équivalente dénommeée “Gram-Schmidt
modifiée” ou la normalisation des
vecteurs se fait a chaque pas de la trans-
formation [8] et [9].

Orthogonalisation
généralisée

M Indications

L'algorithme d’orthogonalisation géné-
ralisée est basé sur la transformation

d’une matrice A en une matrice W de
méme structure.

m r m
n| oA | A 0w,

A w
T A Ay T W

respectant les regles suivantes :

Reégle 1 : Orthogonalisation dans la
sous-matrice [A; A,

Cette sous-matrice est transformée en
w;, W3]Té I"aide de I'orthogonalisation
de Gram-Schmidt modifiée. La norma-
lisation, c’est-a-dire la division par la
norme du vecteur, ne porte cependant
que sur la matrice A,. Celle-ci a ses
colonnes linéairement indépendantes.

Reégle 2 : Orthogonalisation dans la
sous-matrice [A, A,

Cette sous-matrice est transformée en
[W, W,]" en appliquant la suite des
transformations déja appliquées pour
la sous-matrice [A, A3]T mais sans
normalisation. La procédure peut se
décrire comme suit : soit h, le nombre
de transformations.
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Pour h=1,2,...,m
i=1,2,...,nn+1,...,n+p
i=h+1,h+2,....m+r

Faire

W.‘i’ 1
ho_ hj
wrrlj -

] h-12
J k—1 I.VM

n
h — h=1 _ h h-1
Wy = Wy Whj * E . Wy » Wi
¢ =1

I"VF:E;‘ est noté comme étant
I'élément Whi obtenu aprés h trans-
formations. La transformation h = 1
étant le pas initial,

Wy = Ay
Ainsi devient la transformation ortho-
normale de A,. On peut vérifier que
W,™W, =I. Les sous-matrices A, et W,
étant fonction d’une matrice triangu-
laire droite non singuliére R telle que
A, = WR
En appliquant la procédure décrite,
nous obtenons les relations fondamen-
tales suivantes de I'orthogonalisation
généralisée :

W, = AR} (1)
W = AzR™! (2)
W, = A, — W W A; (3)
W, = Ay — Ws W A, (4)

Nous allons montrer, dans la suite de
cet article, comment définir les matrices
A, A, As et Ay pour obtenir dans une
variété de cas la solution aux problémes
posés par la résolution d'un systeme
d’équations linéaires simplement déter-
miné ou surdéterminé.

W Systeme d’équations linéaires
simplement déterminé
Soit a déterminer le vecteur X dans
I"équation AX =B
La solution s’obtient en multipliant les
deux membres de I’'équation par la
matrice inverse A1,
Soit A”1AX = A'B
etdonc ¥y — 4-1R

m i m 1
m. A B mowW, W,
—
m 0 moW, | W,

En appliquant les relations fondamen-
tales (1), (2), (3) et (4), nous obtenons :

W, = AR
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W, = R
W, = B—W,WTB
W, =0—W;W'B

comme W, W," =1; la matrice W, étant
carrée, nous pouvons déduire que W, "=
W, et, dés lors:

W, =10

W,=0-R'WB

W, = =R Y(RA LB

W, ==A"'B=-X

m 1
n AR -V
m R X

Il est donc possible de calculer I'inverse
d’une matrice réguliére a I'aide de cet
algorithme.

M Systeme d’équations linéaires
surdéterminé

Selon que I'on exprime les obser-
vations en fonction de certains
parameétres (coordonnées) ou que
I’'on impose certaines conditions sur
celle-ci, nous aurons des modeles
d’équations différents, conduisant
cependant a des résultats identiques.
Il s’agit du modele des équations d'ob-
servation (Gauss-Markov) et du modeéle
des équations conditionnées (Gauss-
Helmert).

Lun peut se ramener a I'autre par élimi-
nation algébrique des relations entre
grandeurs non mesurées, mais il s'agit
la d'un probléme ne représentant qu’un
intérét sur le plan théorique [10] et [11].
Il existe évidemment bien d'autres
modeéles adaptés a des situations plus
complexes, mais qui ne sont qu’une
catégorie se rattachant a I'un ou 'autre
des modeéles cités.

Notons également que de par la nature
des observations que |'on traite en
topographie et en géodésie, certaines
fonctions établies ne sont pas linéaires
(directions/angles et distances). La
mise en ceuvre de la méthode des
moindres carrés exige que ces équa-
tions soient rendues linéaires par
approximation en les remplagant par
un développement en série limité aux
termes linéaires.

Equations d’observation

Nous allons rappeler brievement les
équations générales :

Soit le modele fonctionnel linéaire
suivant :

L+V=AX+A, (5)

Ou

L est le vecteur des observations (n)

V est le vecteur des résidus (n)

A est la matrice des coefficients des
équations d'observation (n x m)

X est le vecteur des parametres a esti-
mer (m)

A, est le vecteur des termes constants

(n) intégré en pratique dans le vecteur L

Le modele stochastique contenant I'in-
formation probabiliste des observations
est défini comme suit :

o? grandeur scalaire, dénommée
variance de I'unité de poids

Q, | est la matrice des cofacteurs des
observations (n x n)

C, . =0%Q estla matrice de variance-
covariance des observations

P__ = C?"  est la matrice (n x n) des
poids

Nous obtenons les estimateurs
suivants :

Pour les parametres

X = (ATPA)YATPL) (6)
ou en posant N = ATPA nous avons :
X=N"1ATPL)

Pour les observations :

L=A%X = ANT'ATPL (7
Pourlesrésidus:V=L—-L=AX - 1L
Pour les matrices de variance-
covariance a posteriori :

Pour les paramétres : Cgg = 2Nt (8)
Pour les observations :

L=AX =AN"ATPL (9)
Pourlesrésidus: V=L —L=AX - L

Le facteur de variance a posteriori de

I'unité de poids estimé : g2 — PTEV (10)
=1

Définissons la matrice opérateur
suivante :

m 1
n A L
m I 0

Apres transformation, nous obtenons
en appliquant (1), (2), (3) et (4) :



W, =AR?

W;=IR"1=R"1?

W, =L—W,WTL

W, = —R'WL

En explicitant ces relations, nous obte-
nons les résultats suivants :

W, ==RWTL

W, = —RRT 'RTW]L

W, = —=(RTW/ W R) 'RTW/ L
avec WTW, =Tt W\R= A

W, =—(ATA)tATL

W,=-X

le vecteur des parametres solution
W, =L-W,W L

W, =L—W,RR WL

avec RR™ ' =1

W, =L—ARW]L)
W, = L — AX

W, = -V

le vecteur des résidus
WaW, = A(ATA) AT
WiWi = Q;;

la matrice cofacteurs des observations
ajustées

WaWT =R RV = (RTR) !

) A
wawy = (ATwi Wi a)
W,WT = (ATA)"!

WiWi = Qyyx

la matrice cofacteurs des paramétres
solution

Nous retrouvons, donc aprés transfor-
mation dans la matrice opérateur, les
informations suivantes :

m 1
n | AR -V
m R -X

Pour obtenir les éléments diagonaux
des matrices de cofacteurs Q;; et Qyy
il suffit de faire la somme des éléments
élevés au carré par ligne.

Pour introduire, le cas échéant, une
estimation de la matrice de variance-
covariance a priori, on peut montrer qu’il
suffit de diviser chaque ligne des coeffi-
cients de la matrice et du vecteur par la
racine carrée de la variance de I'obser-
vation correspondante. Dans le cas de
matrice de variance-covariance a priori

corrélée, il faudra factoriser la matrice
inverse, dite matrice des poids en deux
matrices triangulaires (par les procé-
dés Choleski [18] ou de Givens [19] par
exemple) et de multiplier la matrice de
configuration et le vecteur des observa-
tions par I'une d’elles. En effet, la matrice
des poids est généralement définie posi-
tive et peut-étre décomposée en une
matrice triangulaire gauche (G) et droite
(D).

On obtient donc :
P=GD=GGT=D"D

Lexpression :

(ATPA)X = ATPL

Devient: (ATDTDA)X = ATDTDL
Ounousposons = A" = DA et L' = DL
EtI'on obtient : (A‘TA)X = AT

La matrice opérateur se présentant des
lors comme suit :

m 1
n A* By
m / [v]

Equations conditionnées
Soit le modéle fonctionnel linéaire
suivant :

UL+Uy=F (M)
Avec :
U matrice de configuration (m, n)
L vecteur des observations (n)
U, vecteur des termes constants (m)
F vecteur des fermetures (m)
Le modele stochastique portant sur les
mémes observations, celui-ci sera iden-
tique a celui exposé au paragraphe 3.3.1
Nous obtenons les estimateurs
suivants :

Corrélatifs : K = (UQ UT)'F (12)

Observations: [ = L + I (13)

Résidus V = —,, UT(UQ, U 1F
= —QuUK (14)

Et pour les matrices de variance-
covariance a posteriori :

Corrélatifs : Cpp = o (U@ UT) 1 (15)
Observations: £7; = a2(12;; — Qwi#(16)

Résidus :
Civ = a2 Qr UT(UQuUT) U (17)

Le facteur de variance a posteriori

de I'unité de poids estimé :
) ST iF
52 = e (18)
™
Définissons la matrice opérateur

suivante :

m n
n ur )
1 F L

Apres transformation, nous obtenons
en appliquant (1), (2), (3) et (4) :

W, = UTR™
Wo =1 — UTR(UTR™)T]
W, = FR™1

W,=L-—FRY(UTR™)"]

En explicitant ces relations, nous obte-
nons les résultats suivants :

W, =I1-UTR'R™VU avec RV =R""
Wy =1—UT(RTRY" W

Wy, =1—UT(Uw,wiumu

Wy =1-U"(Uum)u

W3z = Qji 1a matrice des cofacteurs a
posteriori des observations

W, =L—FR™! (R-f‘"u]

W, =L-—F(R"RY'U
W,=L-—Fuw,wjumu
W,=L-—Fuuh)u

Wy =1L |le vecteur des observations
ajustées. Nous avons une relation
supplémentaire : W, Wy = L = W,
Nous retrouvons, aprés transformation,
la matrice suivante :

Si I'on veut tenir compte de la matrice
de variance-covariance des observations
a priori, il faudra appliquer la méme
remarque qu’en 3.3.1 en factorisant la
matrice de variance-covariance et en
disposant la matrice opérateur comme
suit : m n

m ur qlt

Q, | pouvant étre factorisée en une
matrice triangulaire gauche (G) et droite (>}
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(D):Q, =GD=GG"=D'D
Nous poserons comme précédem-
ment : UT" =DTUT

Déficience de rang, inverse généralisée
et réseau libre

Jusqu’ici, nous avions admis que les
systémes d’équations linéaires étaient
composés de vecteurs colonnes indé-
pendants, sans combinaisons linéaires.
Pourtant, dans le cas des réseaux libres
ou aucun point n’est fixé, la solution
X =(ATPAY 1 (4"PL)Nn"existe plus, car
le déterminant |A"PAl sera proche de
zéro. La solution consiste a calculer une
pseudo-inverse ou inverse généralisée.
Lorthogonalisation généralisée apporte
une solution élégante.

Supposons donc que la matrice des
coefficients des équations d’observa-
tion A contienne rcolonnes linéairement
indépendantes et le reste d de colonnes
linéairement dépendantes.

Sans perdre la généralité, nous pouvons
assumer que les colonnes linéairement
dépendantes se trouvent localisées dans
la partie droite de la matrice A. Nous
notons la partie de A qui contient des
colonnes linéairement indépendantes
A, et celle contenant des colonnes
linéairement dépendantes A, et la
matrice de leur combinaison linéaire o.

A= (-qln“z:l e[ﬂz =A1l:|‘.
avec X = (?} (18)

2
Nous pouvons réécrire maintenant la

solution comme :

V=AX +4,X—L=A4,0X +aX,)—L

=4,8-L (19)

Comme la matrice A; ne contient pas
de colonnes linéairement dépendantes,
une solution unique pour £ existe qui
minimalise la norme euclidienne de V.
Si nous connaissons la matrice o et le

vecteur ¥ alors n'importe quelle solution
Xde X=X, +ak,=(La)X (20

sera également la solution au sens
des moindres carrés de (20) avec le
méme vecteur des résidus. Regardons
comment l'algorithme d'orthogonalisa-

tion généralisée traite ce cas.
fm-rd rd 1

rd o / o
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rd o 1 o

Avec rd (déficience de rang) qui peut
étre calculée en utilisant les rotations
de Givens.

La premiére orthogonalisation se
réalise sur la matrice A,

Si nous souhaitons n’obtenir que
I'ensemble des solutions pour les
parameétres X une deuxiéme orthogo-
nalisation sera menée sur :

rd 1
m-rd -C¥ X,
rd ] 0

Pour résoudre :

(7%= 5] (21
Si au contraire, nous souhaitons obtenir
I'ensemble des solutions pour les para-
meétres £ mais également la matrice de
cofacteurs @iz la deuxieme orthogo-
nalisation sera menée sur la matrice
opérateur suivante avec permutation
des sous-matrices —# et Ri" et de leur
correspondantes inférieures.

m-rd rd 1

m-rd - R.I 1 x:
rd I 0 1]

Les développements que nous avons
présentés en 3.3.1 et 3.3.2 s’appliquent
également ici et nous renvoyons le
lecteur aux références [12] et [13] et a
I'exemple numérique.

Exemple numérique

Nous proposons, dans ce paragraphe,
un exemple numérique, a la fois pour
illustrer notre exposé et offrir, aux
lecteurs désireux de tester leur propre
logiciel, une base de comparaison
numérique.

M Réseau de nivellement

Pour illustrer la complémentarité entre
les deux modeéles (Gauss-Markov
et Gauss Helmert), nous traiterons
I'exemple par les équations d’observa-
tion et les équations conditionnées.

Soit le réseau de nivellement figuré par
le schéma suivant :

Seul le point A est connu en altitude et
Z,=124.18m

Nous avons pour les dénivelées h; les
valeurs suivantes :

hy = 6.14m
hz =B834m
hy =-1448m
hy=-835m
he = —6.16m

La distance entre les points A, B et C sera
égale a I'unité pour simplifier le modéle
stochastique et nous ne traitons que
deux décimales pour les observations.

Equation d’observation

Nous pouvons exprimer les relations
fonctionnelles qui existent entre I'alti-
tude des points A, B et C et la valeur des
dénivelées h;:

ZH=ZA+h1
Ey=Ec+h;
Ze=Zg+hy
Zc=2'j+.|'14
zA=29+h5

Le modeéle fonctionnel linéaire s’écrira :
Vi+h =22,
Vot hy==2.+ 2,
Vot hy =2, — 2,
Vith, =22,
Vot hg = =Zy + Z,

(22)

Ce qui, sous forme matricielle, s’écrit

L+V=AX+A,:
hy ¥y 1 0 —Zy
hs ¥, 0 1 7 Zy
hs|l+|Wsl=]-1 1 [Z"I+ 0
hy Vi 0 1 ¢ —Z,
hg Ve -1 0 2y



La matrice opérateur se présente
comme suit, avec la matrice résultat
aprés orthogonalisation :

z 1
1 ° ~130.42
] 1 115,84
= 4 i 1448
A= ] i 11583
4 ] 13034
i ] a
2
] 1 0

057 0. 304 0.006
0000 ALEZ 0.0
OE77 0.408 ReLiik)

W = 0000 0L 0.009
0577 0.204 0.014
0577 0204 130326
0000 0612 | 115830

Avec les différentes sous-matrices

de W:
0.577 0.204 0.006
0.000 —0.612 0.001
W, =|-0577 0408 | W,=|-0007
0.000 0.612 0.009
—0.577 -0.204 0.014
_[0.577 0.204 _ 130326
Wi=lp000 0612 Wi = 115839

Les paramétres étant les altitudes des
points B et C, nous obtenons :
Zg=130.326 m

Z,=115.839m

La matrice des cofacteurs des observa-
tions ajustées sera :

Qrr = wywy
0375 -0125 -0250 0125 -0375
-0125 0375 -0250 —0375 0125
Qg =|-0250 -0250 0500 0250 0.250
0125 -0375 0250 0375 -0125
—0375 0125 0250 -0125 0375

La matrice des variances-covariances
des observations ajustées sera :

W

—fit

Cir =o?Qgg avec g* =

La matrice des variances-covariances
des parameétres ajustés sera obtenue
de fagon suivante :

Crg = a2 (WIW3)

Nous obtenons les écarts-standards a
posteriorien prenant la racine carrée des
éléments diagonaux de la matrice Cxs:

Tz ||C'“l(u] 4+ 0.006 m

0z. = [Cizpzy = 0007 m

Equations conditionnées

Nous pouvons écrire les relations
linéaires suivantes pour exprimer les
conditions imposées aux observations h;:

hy4+hy+hy=10
hy+hg =0
hy+hy =0
Ce qui, sous forme matricielle, s’écrit
UL+Uy=F:

6.140
['1 110 Ul 8340 ﬂ.ﬂﬂﬂ]
1 0 0 0 =14.480| = |=0.020
01 0 1 0 —B.350 0.010
—6.160
Avec U,"=[0 0 0]

Les matrices opérateur et résultat se
présentent comme suit :

Ble o = = =
Ef-ﬁaa-
géo-euu
ﬂ-'ﬂﬂﬂﬂ-u
ele 8 6 = a
sle o = o o -
sle = o 8o

8577 0516 01| OFF 04N 0230 4und AT
OSIT 01 04T | 013F 00T QIS0 QTR 0IE
w_ § | OSIT OIS 0N 00 00 050 0250 01
ok 060 OFE | 013 48 G250 O89S QM

@000 6FF o1 | A0 G a0 0aF 0N

3 | SO0 0003 -QOLN | QOOE QU] Q00T DO0F  Qond

On constate la similitude parfaite entre
le modeéle des équations d’observation
et le modéle des équations condition-
nées en regard aux résultats
numériques obtenus pour L et Q;; .

M Déficience de rang, inverse
généralisée et réseau libre

Dans I'exemple du réseau de nivelle-
ment, ignorons la cote du point A. Il
s’agit d'un ajustement en réseau libre
(sans contrainte) dont l'intérét est de
focaliser sur les observations. On pour
rait dire que le modéle aux équations
conditionnées remplissent également
ce role, si ce n'est que I'automatisation
des fermetures nest pas aisée. A cetitre,
le modeéle aux équations d'observation
est plus simple a programmer puisqu’a
chaque observation, nous avons une
équation.

Dans notre exemple de réseau de
nivellement, nous n"avons qu’un point
connu en altitude et nous pouvons
dénommer cet ajustement comme un
ajustement en contrainte minimale.

Le modele fonctionnel s’écrit comme
suit en considérant l'altitude du point A
comme parametre a estimer :

b1 Va1 -1 0

hy v, 1 —1| [Za
-h'_{ + V’i = ﬂ 1 . Eﬂl
hy i’i'_‘ =1 1 C
he Vs 1 0

La déficience de rang peut se calculer a
I'aide des rotations de Givens et, dans

ol 8 8 0o

notre exemple, il sera de 1. La matrice
opérateur s’écrivant :

v = 2 =1 1
a 1 | o 64
1 a a4 w34
5 a a 1 -14.48
a 0 1 835
A= 1 3 0 516
1 0 0 o
2
o 1 o o
1 a a 1 o

Avec la matrice résultat :
m-rd=} =i b |

-0.500 0.354 0000 0.006
0500 0354 Q000 o.00L
[ Q000 a7 0000 REE]
<0.500 0354 0000 0.009

W == 0500 0354 0000 0.0na
%00 03s4 1.000 8341

000 oM7 | 1M | 144ss
1| oow  occo | 1o | omo |

On constate que le vecteur des résidus
est identique a celui obtenu par les
autres modeles (équations d’observa-
tion et équations conditionnées).

De plus, et comme mentionné aupara-
vant, la colonne singuliére porte sur le
dernier parameétre qui est I'altitude du
point C. Nous pouvons bien sir inter-
vertir les paramétres et faire porter
cette singularité sur le paramétre de
notre choix. Nous allons procéder a la
deuxieme orthogonalisation qui portera
sur la partie inférieure de la matrice
opérateur soit :

m-rd rd 1

m-rd - RJ'-' X,

rd I 0 0

Soit en considérant les résultats de la
premiére orthogonalisation :

m-rd=1 =1 1
0.500 o35 11000 LE 2
W= 3| oo owr | 1000 | 1eaes
oooo  oooo | 1000 | oo
R, -a

m-rd=2 el 1
1000 | oseo s | s34
W= 2| 1 DO DT | 144E8
1000 Cuitetth (0000 Q000

- Ry?

Aprés avoir permuté les sous-matrices
-a.et Ry, nous procédons a laseconde (3
orthogonalisation pour obtenir :
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m-rd=2 =1 1
BB ES
W= 2| 057 | oasr  oase | eam
057 | o017 omss | 26w |
X

Nous avons maintenant des solutions
pour les points A,B et C qui correspondent
a un plan moyen qui s’est substitué a I'al-
titude du point A comme dans I'exemple
précédent. C'est le résultat typique d'une
inverse généralisée et qui illustre la réso-
lution d’un réseau libre. On peut vérifier
les résultats obtenus en considérant
a nouveau l'altitude du point A pour
déduire I'altitude des points B et C.

=2, + 68780732 =130326m
Zo=2Z,—7610—-0.732 =115838m

La matrice des cofacteurs des para-
metres s'écrivant Qzy = WWT:
1.000 0000 0000

Qgg=|0.000 0167 0.000
0.000 0.000 0.250

Ce résultat illustre encore I'un des
attraits de I'ajustement en réseau libre,
puisque la matrice des cofacteurs des
parametres est dénuée de corrélation.
Crx = o Qx

Et nous obtenons pour les parametres
les écarts-standards a posteriori
suivants :

0z, = lfcﬁ(,_n =+0.016m

pr = Crfl:'!,!‘,l = i 0.007 m

Oz, = Cgftsln =+ 0.008m

Lajustement en réseau libre permet
de conduire les tests de détection d'er-
reur, comme ceux que nous utilisons
et qui sont basés sur la méthode B du
Professeur Baarda [36], et de tester
également la congruence des points
de controle.

C’est I'approche typique que I'on utilise
pour les réseaux de déformation en
surveillance numérique (monitoring) ou
il faut également tester la stabilité des
points de contrdle avant de procéder a
un ajustement sous contrainte.

Algorithme

La programmation de l'algorithme
d’orthogonalisation généralisée n’offre
aucune difficulté particuliére et nous en
donnons un exemple écrit en langage
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ANSI C. En entrée, il faut une matrice

dont les dimensions sont les suivantes :
m F

i A A,

I
e | A | A
m r
° W Ws
W=

PoW, | W,

et dont le résultat remplacera son
contenu initial.
gso(c, m,r,n,p)
double c[N+1][N+1];
intm, r, n, p;
{
int x,i,j,h;
double s,prd;
for(h=1;h<=m;h++)
nombre de transformations
{
s=0.0;
for(x=1;x<=n;x++)
produit scalaire
s = s +c[x][h] * c[x][h];
for(j=1;j<=n+p;j++)
normalisation
cljlih] = cljlih] / sart(s);
for(i=h+1;i<=m+r;i++)

{
prd=0.0;
for(x=1;x<=n;x++)

transformation
prd = prd + c[x][h] * c[x][i];
for(j=1;j<=n+p;j++)
cljllil = cljllil - c[jl[h] * prd;
}
b

Conclusion

Au terme de cet article, nous souhaitons
que le lecteur ait pu prendre en consi-
dération la beauté et I'élégance de cet
algorithme. La concision de celui-ci et le
fait que les transformations se réalisent
dans la matrice opérateur initiale, nous
permettent de I'utiliser abondement dans
toutes les applications logicielles que
nous développons ol nous devons faire
appel a la méthode des moindres carrés
et a la méthode B de test imaginée par le
Professeur Baarda de Delft [15].

Lorthogonalisation généralisée ne
nécessite pas la formation des équations
normales et est donc numériquement
plus stable que la méthode convention-
nelle [14]. De plus, elle permet de traiter
tous les modeéles d’équation ainsi que
I'ajustement de réseaux libres qui sont
courants dans les projets d'auscultation
et d'étude de déformation.

Le géometre et le topographe devront
devenir non seulement les spécialistes
de la géométrie, mais également de
I'algébre linéaire et arpenter les espaces
vectoriels.®
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The purpose of this article is to present Courriel :
a resolution method to the users of the
least squares method in geodesy and Date
topography and which has considerable
advantages. This so-called “Generalized
Orthogonalization” method is based on
a modified version of the Gram-Schmidt
orthogonalization method. It is very
concise, numerically stable and allows
the solution of simply or overdetermined Bulletin de commande a retourner accompagné
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