q COMPENSATION

llustration par un exemple pratique
de I'utilisation de méthodes
d’ajustement robustes en topographie

[ Stéphane DURAND

Dans la méthode des moindres carrés, la présence de fautes dans les mesures
impacte directement la solution ajustée et les résidus sur les observations.

En particulier, du fait de la corrélation entre les résidus, une faute sur une
observation peut étre indétectable sur le résidu correspondant, mais affecter
les résidus associés aux autres observations, ce qui complique fortement le
processus de détection et d’identification des fautes. Il est parfois préférable
d’utiliser des méthodes robustes d’ajustement qui possédent deux principaux
atouts : la solution ajustée est trés peu affectée par la présence de fautes, et
les valeurs des résidus permettent de mieux faire ressortir les observations
portant les fautes. Dans cette contribution, nous utilisons un exemple pratique
pour montrer, d’une part, I'impact des fautes sur la solution des moindres
carrés et la technique classiguement employée pour détecter et identifier les
mesures portant les fautes et, d'autre part, les avantages que peut présenter

'utilisation d’estimateurs robustes.

Introduction

En topographie ou les notions de
controle et de redondance des obser-
vations sont reines, la méthode des
moindres carrés est la méthode
privilégiée pour I'ajustement des obser-
vations. Flexible, relativement simple a
mettre en ceuvre, d'autant plus efficace
que les observations sont surabon-
dantes par rapport aux inconnues, elle
permet, en plus d'obtenir des valeurs
ajustées pour les inconnues cherchées,
de calculer leur précision formelle et
d’estimer les erreurs de mesures.

La méthode des moindres carrés
suppose des observations exemptes
de fautes et uniquement affectées
d’erreurs accidentelles. Néanmoins, si,
malgré toutes les précautions prises
lors de I'acquisition des mesures, il
reste des fautes dans les observations,
la solution ajustée obtenue est direc-
tement affectée par ces fautes, sous
la forme d’un biais faussant sa valeur,
parfois de maniére inacceptable pour
I'utilisateur.

Afin d’étudier la sensibilité d'une
meéthode d’ajustement aux données

aberrantes, on exploite la notion de
fonction d’influence, ou courbe d’in-
fluence, introduite par Hampel (1974),
associée a la solution ajustée considé-
rée comme une variable statistique. La
sensibilité aux erreurs aberrantes est
alors définie comme la borne supé-
rieure de la norme de sa fonction
d’influence. Dans le cas de la méthode
des moindres carrés, en supposant
une distribution gaussienne des
erreurs, cette fonction d’influence n’est
pas bornée, d’ou une sensibilité aux
valeurs aberrantes infinie et une non-
robustesse de la méthode.

Il est donc essentiel, lors de la mise en
ceuvre de la méthode des moindres
carrés, de s’assurer qu’aucune faute
n’est présente dans les mesures, ou au
minimum, que les fautes restantes ont
un impact négligeable, ou acceptable
pour I'utilisateur, sur la solution ajustée.

Une premiére approche est d’exploiter
les propriétés statistiques de la solu-
tion des moindres carrés, associées
a I'"hypothése supplémentaire d'un
comportement gaussien des erreurs
accidentelles de mesures. Il est alors
possible de mettre en ceuvre des tests

statistiques permettant, dans une
certaine mesure, et avec un certain seuil
de probabilité, de détecter la présence
de fautes (test de validation globale
dit test du x> [chi-deux ou chi-carré])
et d’identifier la ou les observations
portant des fautes (test individuel sur
la valeur du résidu normé). Il est égale-
ment possible de quantifier I'ordre de
grandeur d'une faute ainsi que I'impact
des fautes non détectables par nos
tests sur la solution ajustée (notion de
fiabilité externe). La dépendance des
résidus de mesures dans la méthode
des moindres carrés complique
malheureusement les choses et oblige
le topographe a adopter une méthodo-
logie particuliére pour l'identification
des fautes et I'analyse de leurs causes.

Une seconde approche consiste a
délaisser la méthode des moindres
carrés au profit de méthodes moins
sensibles a la présence de fautes. Ces
méthodes, dites robustes, sont carac-
térisées par une fonction d’influence
bornée et permettent de disposer d'une
solution ajustée peu impactée par la
présence de fautes, d’identifier plus
facilement les observations portant des
fautes, ainsi que I'ordre de grandeur
de la faute, directement en étudiant les
résidus de mesures.

Il faut néanmoins garder a I'esprit que
ces méthodes robustes n'ont pas que
des avantages. Elles ne permettent
souvent que de calculer la solution
ajustée au probléme, sans permettre
d’obtenir de précision formelle asso-
ciée. Elles sont également souvent plus
complexes a mettre en ceuvre et plus
gourmandes en calculs que la méthode
des moindres carrés. Et surtout, elles
possédent toutes un point d’effondre-
ment (ou de rupture), c’est-a-dire un
niveau de contamination des observa-
tions par des fautes au-dela duquel elles
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perdent leur robustesse : quantité trop
importante, valeurs trop fortes ou locali-
sation sur certains types d'observations
a certains endroits du réseau.

En pratique, les méthodes robustes
sont généralement exploitées comme
étape préliminaire et supplémentaire
a l'ajustement des observations par la
méthode des moindres carrés, dans des
situations ou I'on dispose d'une quan-
tité importante d'observations avec des
interrogations sur leur qualité.
Lobjectif de cette contribution est d'il-
lustrer, a partir d'un exemple pratique,
I'impact de la présence de fautes sur
la solution classique des moindres
carrés et I'intérét que peuvent avoir les
méthodes robustes dans certains cas.
Cet article est basé sur une partie du
cours dispensé depuis plusieurs années
aux étudiants en derniére année du
cycle ingénieur de I'Ecole supérieure
d’ingénieurs géometres et topographes
du Cnam (ESGT).

Il existe de trés nombreuses méthodes
d’ajustement robustes, développées au
cours du temps pour répondre a des
besoins dans différents domaines :
transformée de Hough [Hough, 1959],
M-estimateurs [Huber, 1964] moindres
carrés médians [Rousseeuw, 1984],
méthodes de type RANSAC [Random
Sample Consensus dérivées de Fischler
and Bolles, 1981] et bien d'autres. Lidée
de cet article n’est pas de proposer
une revue exhaustive des méthodes
robustes et des concepts associés,
mais de mettre en application, sur un
exemple concret, certaines d’entre
elles. Le lecteur intéressé par plus d’in-
formations sur les aspects théoriques
et une liste plus compléte de méthodes
robustes pourra se tourner vers des
documents tels que [Morineau, 1978;
Jajo, 2005 ; Banas, 2012].

Jeu de données test

Afin d'illustrer cet article, nous avons
besoin d’'observations et de fautes sur
ces observations. Considérons donc le
probléme suivant : dans le plan hori-
zontal, nous disposons d'un ensemble
de points P,,... ,P; de coordonnées
connues, et d'un point M dont on
cherche a déterminer les coordonnées,
a partir d’observations de distances
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Figure 1. Localisation des points du réseau
de multilatération.

horizontales réalisées depuis le point M
sur chaque point P;. La figure 1 illustre
la répartition des points et la forme de
notre réseau test : en bleu les points
connus en coordonnées, en rouge le
point avec les coordonnées a ajuster.
Pour fabriquer un jeu d’observations
associé a ce probléme, considérons
les coordonnées locales planes théo-
riques pour les points indiquées dans
le tableau 1.

Point Coordonnées locales
oin
Est (m) Nord (m)

P, 0 3

P, 1 1

P, -1 -1

P, -3

Py -3

M -1.6 1.1

Tableau 1. Coordonnées planes locales
théoriques des points du réseau.

Ces coordonnées théoriques permettent
de calculer les distances horizontales
théoriques entre le point M et chaque
point P, En considérant une préci-
sion a priori pour chaque mesure de
o0=2mm, et un comportement gaussien
des erreurs de mesures, nous pouvons
facilement générer des observations
de distances horizontales entre le point

Il compensation

M et chaque point P; par addition de la
distance théorique a une valeur d’erreur
accidentelle tirée aléatoirement de la
loi normale centrée d’écart-type o. La
colonne “jeu sans faute” du tableau 2
indique les valeurs des observations
ainsi générées.

Afin de disposer d'un second jeu d’obser
vations, cette fois possédant des fautes,
ajoutons, comme indiqué dans la colonne
“jeu avec fautes” du tableau 2, une faute
de 5 cm sur la mesure de distance entre
M et P, ainsi qu’une faute de 2 cm sur la
mesure de distance entre M et P,.

Nous pouvons maintenant utiliser les
deux jeux d'observations du tableau 2
pour réaliser I'ajustement des coor-
données planes du point M, en utilisant
la méthode des moindres carrés et
quelques méthodes d’ajustement
robustes, et comparer les résultats
obtenus.

Ajustement par la
méthode des moindres
carrés

Une formalisation classique de la résolu-
tion d’un probléme par la méthode des
moindres carrés est de considérer un
ensemble de n observations /; regrou-
pées dans un vecteur L et de (m < n)
inconnues Xx; regroupées dans un
vecteur X. On peut relier chaque obser
vation /;a I'ensemble des inconnues par
une équation d'observation de la forme :

L =fi(X) +v (1)

Expression dans laquelle f; correspond
a la fonction mathématique exprimant
la relation théorique entre la mesure et
les inconnues et v; a I'erreur acciden-
telle sur la mesure.

En regroupant I'ensemble des équa-
tions d’observation sous la forme

. L Di§tance Jeu sans faute | Faute | Jeu avec fautes
Station | Point visé | horizontale . .
théorique (m) (distanceenm) | (m) | (distance en m)
M P, 2.48395 2.484| 0.05 2.5634
M P, 2.60192 2.599 2.599
M Py 2.18403 2.183| 0.02 2.203
M P, 3.40147 3.399 3.399
M Py 1.66433 1.669 1.669

Tableau 2. Distances horizontales théoriques, jeu d'observations sans faute, fautes et jeu

d'observations avec fautes



d’une fonction fde R™ dans R", on peut
exprimer le modele fonctionnel sous la
forme vectorielle :

L=fX)+V (2)

La résolution par la méthode des
moindres carrés d’'un tel probleme
passe par sa linéarisation (dévelop-
pement de Taylor au premier ordre)
autour de valeurs approchées X, des
inconnues sous la forme :

B=AX—-Xy)+V (3)

Expression dans laquelle B =L - L,
est le vecteur des différences entre
observation L et valeur théorique des
observations L, = f(X,) calculée a partir
des équations d’observation et de la
valeur approchée des inconnues, et Ala
matrice des dérivées partielles des équa-
tions d’observation par rapport a chaque
inconnue calculées en X, Le défaut de
linéarité impliqué par la linéarisation est
pris en compte par itération sur la solu-
tion approchée, jusqu’a convergence du
systeme [Mikhail and Ackermann, 1976;
Caspary and Riieger, 2000].

En sciences de la mesure, on souhaite
en général tenir compte de la précision
de la mesure pour pondérer les obser-
vations. On utilise alors la matrice de
covariance s3Q, sur les observations,
avec Q, la matrice de covariance a
priori, qui indique les précisions rela-
tives des mesures les unes par rapport
aux autres et s?, appelé facteur unitaire
de variance, qui fait le lien entre préci-
sion relative et absolue. On forme alors
la matrice de pondération des mesures
P = Q, " et on peut calculer la solution
des moindres carrés, notée X par la
suite, par:

X—=X,=(ATPA) 1 (ATPB) (4)

AVissue d’un traitement par la méthode
des moindres carrés, on obtient égale-
ment une estimation des erreurs
accidentelles sur les mesures, donnée
par le vecteur des résidus de mesures :

V=B-A(X-X,) (5)
Ce vecteur des résidus est un indica-
teur essentiel pour juger de la qualité
du traitement réalisé et permettre
d’identifier d’éventuelles fautes sur
les observations.

Comme indiqué dans [Caspary and
Rieger, 2000], dans le processus
de détection de fautes associé a la
mise en ceuvre de la méthode des
moindres carrés, une premiere étape
est la réalisation d’'un test de valida-
tion globale, aussi appelé test du x?
. Il s’agit de vérifier I'hypothése d'un
comportement de loi normale centrée,
de matrice de covariance sf,Q,_ pour le
vecteur V des erreurs accidentelles de
mesures, a partir de la statistique :

TP

s

~ Xh-m (6)

Si I'hypothése V~N(0,s2Q,) est véri-
fiée, alors la statistique T suit une loi
du chi-carré a (n-m) degrés de liberté,
ce qui permet de construire un inter-
valle de validation de sa valeur pour
un seuil de confiance donné. Léchec
de ce test de validation globale permet
de détecter la présence de fautes
potentielles dans les mesures. La stra-
tégie aujourd’hui la plus largement
employée pour identifier les obser-
vations portant des fautes lorsque les
erreurs sont normalement distribuées
est celle proposée par [Baarda, 1968].
Elle fait I'hypothése d'un facteur de
variance sf, connu et utilise comme
statistique la valeur du résidu normé
(aussi appelé résidu “studentisé” ou
normalisé), associé a chaque observa-
tion, défini par :
. _ 0
Vi=1,...n W=——— (7)
So QVEE

Expression dans laquelle ‘quii est I'élé-
ment (i,i) de la matrice de covariance
Qg associée au vecteur ¥V des résidus
de mesures définie par :

Qp = Q, — A(ATPA) AT (8)

Sous I'hypothése que I'erreur acciden-
telle v; associée a la i-eme observation
suive une loi normale centrée de
précision soqu; (notée N(0.seq.,)),
avec s; connu, le résidu normé suit

une loi normale centrée réduite. Pour
un seuil de confiance donné, on peut
ainsi construire un intervalle de vali-
dation de la valeur du résidu normé
et tester la présence de faute sur une
observation a la vue de son résidu.
On parle ainsi de validation indivi-
duelle des observations a partir de son
résidu normé.

Dans le cas de notre exemple, notre
probléme est constitué de n = 5 obser-
vations, les distances horizontales
mesurées entre les points et m =2
inconnues, les coordonnées planes du
point M. Les équations d’observation
liant les coordonnées (x,,, y;,) du point
M ainsi que les coordonnées (x;, y;) des
points P; aux observations de distance
horizontale Dh; entre M et P; sont de
la forme :

Dh; =/ (x; — x3)% + (i — yu)?

La linéarisation de ces équations
nécessite de disposer de coordonnées
approchées pour le point M qui peuvent
s’obtenir de différentes maniéres,
I'une d’elles étant I'utilisation d'un
opérateur de calcul topographique
(multilatération) sur un sous-ensemble
des observations. Il est également
possible de recourir a des opérateurs
topographiques “robustes” pour
déterminer ces coordonnées appro-
chées, comme proposé par [Tracol,
2012] dans son projet de fin d'études a
I'Insa Strasbourg. Dans notre exemple,
nous considérerons les coordonnées
approchées du point M données par le
tableau 1.

Il nous faut également fixer un seuil
d’arrét du processus itératif, appelé
critere de convergence 6, dont la
valeur est indiquée dans le tableau 3.
Ce faisant, le processus itératif sur la
solution approchée dans les moindres
carrés s’arrétera dés lors que la diffé-
rence entre la solution ajustée obtenue
et la solution approchée sera inférieure
en valeur absolue au critére de conver-
gence utilisé.

Parametre de traitement

Valeur

Coordonnées approchées du point M

(xy =—16m,yy =11m)

Critére de convergence

0=0.1T mm

Tableau 3. Parametres de traitement utilisés dans la méthode des moindres carrés.
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Il compensation

Jeu sans faute Jeu avec fautes
Coordonnées ajustées (en m)
Xy -1.5973 -1.6161
Y 1.0976 1.0911
Résidus (en mm)
(Distance de M vers P;)V, 0.0 34.8
(Distance de M vers P,)V, -0.2 -15.7
(Distance de M vers P;) V4 2.0 23.9
(Distance de M vers P,)V, -1.4 1.0
(Distance de M vers Pg)V; 1.1 10.8

Tableau 4. Résultats du traitement par la méthode des moindres carrés des jeux

d'observations sans faute et avec fautes.

Le tableau 4 indique les coordonnées
ajustées en metres, pour les coordon-
nées du point M ainsi que les valeurs
des résidus (en millimétres), pour le jeu
de mesures sans faute (colonne 2) et le
jeu de mesures avec fautes (colonne 3).

Si I'on s’intéresse aux résultats du jeu
de mesures sans faute, on constate que
la solution ajustée obtenue ne corres-
pond pas aux vraies coordonnées du
point, méme en tenant compte de notre
critere de convergence de 6 = 0.1 mm.
Ce résultat est tout a fait normal : I'esti-
mateur des moindres carrés étant un
estimateur sans biais, nous obtien-
drions les coordonnées théoriques du
point M si nous utilisions les distances
théoriques et non des mesures incluant
des erreurs accidentelles. On constate
également des valeurs de résidus
faibles, inférieures a la précision a

priori considérée pour nos mesures de
o=2mm.

Regardons maintenant les résultats
obtenus pour le jeu de mesures avec
fautes. On constate déja un impact
important des fautes sur les coor-
données ajustées : presque 20 mm
de décalage sur la coordonnée x,, et
7 mm sur la coordonnée y,,. Ce résultat
illustre bien la forte sensibilité de la solu-
tion des moindres carrés a la présence
de fautes dans les mesures. Au niveau
des résidus obtenus, on constate que
pour toutes les observations, la valeur
du résidu, en valeur absolue, dépasse
a chaque fois les 10 mm, alors que
seules les mesures numéro 1 et 3
contiennent effectivement une faute.
Ce résultat illustre le fait que, dans la
méthode des moindres carrés, du fait
de la dépendance des résidus, une faute

Jeu sans faute | Jeu avec fautes
Validation globale
Seuil de confiance utilisé : 95 %
Valeur de la statistique : 1.809 | 566.402
Intervalle de validation : [0.216; 9.348]
Résultat du test : Validé |
Validation des résidus normés
Seuil de confiance utilisé : 95 %
Intervalle de validation [-1.96 , 1.96]
W, 0.018 -22.125
W, 0.101 10.330
Wg -1.265 -15.336
W, 0.900 -6.983
W -0.751 -7109

Tableau 5. Tests de validation globale et de validation individuelle pour le traitement
par la méthode des moindres carrés des jeux de mesures sans et avec fautes.
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sur une mesure peut impacter la valeur
du résidu associé a une autre mesure.
Dans certaines situations également, le
résidu associé a une mesure possédant
une faute peut ne pas étre impacté par
cette faute. La notion de fiabilité locale
associée a une observation, introduite
par [Baarda, 1968], permet de quantifier
cet impact.

Les valeurs des résidus données dans
le tableau 4 pour le jeu de mesures
avec fautes nous poussent naturelle-
ment a envisager la présence effective
d’une ou plusieurs fautes. En suivant
le processus classique de détection
et d’identification de fautes associé a
la mise en ceuvre de la méthode des
moindres carrés, nous choisissons un
seuil de confiance classique de 95 %, et
réalisons les tests de validation globale
et individuelle (avec un facteur unitaire
de variance connu s} = 1). Les valeurs
des différentes statistiques utilisées,
ainsi que les intervalles de valida-
tion des tests sont indiqués dans le
tableau 5. On constate, sans surprise,
pour le jeu de mesures sans faute, la
validation du test global ainsi que des
tests individuels sur chaque observa-
tion au seuil de 95 %.

Pour le jeu de mesures avec fautes, le
test de validation globale échoue, nous
permettant de détecter la présence
potentielle de fautes dans nos observa-
tions. Le test de validation individuelle
des observations échoue pour nos cing
observations, les résidus normés asso-
ciés étant tous en dehors de l'intervalle
de validation. Pour autant, cela ne signi-
fie pas que nous sommes en présence
de cing fautes, une sur chaque obser-
vation. Nous constatons simplement
le fait que, du fait de la corrélation
entre les résidus, les résidus associés
a des mesures saines sont impactés
par la présente de fautes sur d’autres
mesures.

Afin d’identifier la ou les mesures
portant effectivement des fautes, on fait
I’hypothése que pour la mesure portant
la faute de module le plus important, le
résidu normé associé aura également
un module important. Cette hypothese
n’est malheureusement pas toujours
vérifiée, I'impact effectif de la faute sur
le résidu associé a la mesure dépen-
dant de la valeur de la fiabilité locale



sur la mesure. Avec cette hypothése, on

peut mettre en ceuvre la méthodologie

suivante :

- On s’intéresse en priorité a la mesure
pour laquelle le résidu normé posséde
le module le plus important ;

- On réalise un nouvel ajustement en

supprimant temporairement cette

observation. Si cette mesure était inco-
hérente avec les autres, son absence
doit permettre d’obtenir, pour le test
de validation globale, une valeur de
la statistique du test plus proche des
bornes de I'intervalle de validation du
test (en tenant compte d’une variation
du degré de liberté associé a la loi du
¥? du fait de la mesure supprimée) ;
Si cela est le cas, la mesure suppri-
mée temporairement semble bien
étre source d’incohérence dans le
traitement, et on cherche a identifier
les causes de la présence d'une faute :
erreur de retranscription de la mesure,
erreur dans la correction préalable
d’erreurs systématiques (réfraction,
constante de prisme...), erreur dans
la hauteur de station ou de prisme... |l
est en particulier possible de calculer,
a partir de la valeur du résidu et de
la fiabilité locale de I'observation, un
ordre de grandeur associé a la faute
potentielle, qui peut étre un bon guide
pour identifier la nature de la faute en
présence et permettre sa correction.

On peut également étre amené a

supprimer ou repondérer la mesure,

si une faute est avérée sans qu'il soit
possible d’en comprendre la cause ;

Si cela n’est pas le cas, c’est que le

résidu normé associé a cette mesure

était impacté par une faute associée

a une autre mesure. On réintégre

donc la mesure dans le traitement et

on s’intéresse a la mesure possédant
le résidu normé en second par ordre
d'importance de son module.

Dans le cas de notre exemple, ou le type

d’observation est toujours le méme et

le nombre peu important, cette métho-
dologie est effectivement efficace :

-En enlevant la 1™ observation
(distance entre M et P,) , le test de vali-
dation globale échoue toujours, mais
avec une valeur de la statistique qui
diminue fortement ;

-Sans information permettant de
comprendre les causes de la faute,
elle ne peut étre que supprimée et

on réalise un ajustement sans cette
mesure ;

- On identifie ensuite I'observation entre
M et P; comme celle ayant le résidu
normé avec le module le plus impor-
tant. En I'enlevant du traitement, le
test de validation globale réussit et
on a bien enlevé les deux mesures ou
nous avions inséré des fautes.

Cette méthodologie ne permet malheu-
reusement pas toujours d’identifier a
coup sur les fautes présentes dans
un jeu d’observations. Tout dépend
en pratique de la quantité et de la
diversité des mesures en présence,
du nombre d’inconnues ainsi que des
causes potentielles de fautes dans ces
mesures. Lexpérience de I'utilisateur
et sa connaissance de la méthodologie
de mesure employée jouent également
un role important. La cause principale
de cette complexité est la dépendance
entre les résidus dans la méthode des
moindres carrés, qui ne facilite pas
I'identification des mesures portant
des fautes.

Ajustement robuste par
M-estimateurs robustes

Dans la méthode des moindres carrés,
on cherche a minimiser I'écart en
distance, au sens de la norme induite
par la matrice de pondération, entre les
observations et leur valeur théorique
calculée a partir du modéle fonctionnel
et de la solution ajustée. Déterminer la
solution des moindres carrés de I'équa-
tion (2), revient donc a déterminer la
solution au probleme de minimisation :

i B 2 T
minlIL = fCOllp = min VTPV (40

En considérant que le vecteur V des
erreurs de mesures suit une loi normale
centrée, de matrice de covariance
sﬁZL, la solution des moindres carrés
correspond, d'un point de vue statis-
tique, a I'estimateur du maximum de
vraisemblance, c’est-a-dire a la valeur
des inconnues permettant d’obtenir
les valeurs d’erreurs les plus probables
(maximisant la probabilité d’occurrence).

En 1964, Peter J. Huber a proposé une
généralisation de la notion d’estimateur
par maximum de vraisemblance en
introduisant la notion de M-estimateur

[Huber, 1964]. Un M-estimateur corres-
pond a la solution du probléme :

n
Jnin ZP(V:') (11)
i=1

Expression dans laquelle la fonction
p est positive, symétrique et possede
un minimum en zéro. La solution
des moindres carrés est donc un
M-estimateur particulier, avec

ve {1,..,n},p(v;) = Ej}zl qLi; ViV
dans le cas général et avec

ve {1,..,n},p(v;) = Q'Lﬁvfz

dans le cas d'observations indépen-
dantes.

Parmi les M-estimateurs robustes,
certains sont exploités comme
méthode principale ou secondaire
d’ajustement, dans des logiciels
spécialisés dans l'ajustement de
mesures topographiques comme
LTOP?, JAG3D?, Move33 ou CoMeT4.
Deux M-estimateurs en particulier sont
exploités, que nous mettrons donc en
ceuvre dans cette étude :

Le M-estimateur associé a I'ajustement
en norme L1:

p(u) = |ul (12)

Le M-estimateur de Huber, défini par :
u?
El silul <k
p(uw) = 2 (13)
Jelu| -5 silul >k

Dans cette équation, le parametre k est
fixé par I'utilisateur. [Rey, 1983] propose
la valeur k =1.345 correspondante a une
efficacité asymptotique de I'estimateur
de 95 % dans le cas d’erreurs normale-
ment distribuées.

Supposons des observations indé-
pendantes et de méme poids. Alors,
comme illustré par la figure 2, dans
la méthode des moindres carrés, une
erreur ayant un module important
aura un réle prédominant par rapport
aux autres (car élevée au carré par
p(u) = u?). Alors que pour les autres
méthodes basées sur les M-estimateurs
de lanorme L1 (p{u) = |ul) ou de Huber
1 https://www.swisstopo.admin.ch/fr/geo-
data/applications/geosoftware/Itop.html
2 https://software.applied-geodesy.org/en/
3 https://move3software.com/
4 https://comet.esgt.cnam.fr/
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—— Moindres carmés
— Morme L1
—— Huber (k=1.345)

Figure 2. lllustration de la fonction p
associée a différents M-estimateurs.

K*
(p(u) = klu|l —=-dés que |ul > k), son
influence sur la solution sera moindre.

Intéressons-nous a la mise en ceuvre
pratique, pour I'ajustement de mesures
topographiques, des M-estimateurs de
la norme L1 et de Huber.

Mise en ceuvre de
I'ajustement en norme L1

Lobjectif est ici de déterminer la solu-
tion )?Ll du probléme de minimisation

en valeur absolue :
n

min v;
xemmzl il

i=1

(14)

Une premiére approche de mise en
ceuvre est de ramener le probléme de
minimisation en valeur absolue a la
résolution d'un probléme de program-
mation linéaire dont la forme canonique
pure est :

Maximiser : fTY
sous les p contraintes : CY < D (15)
avec: Y =0

Expression dans laquelle Y est le
vecteur des g inconnues a déterminer,
fest un vecteur réel de taille g, Dest un
vecteur réel de taille p et Cune matrice
réelle possédant p lignes et g colonnes.
Comme indiqué dans [Morineau,
1978; Bonnel, 1999; Durand, 2021], les
éléments Y, f, C, D peuvent s’exprimer
en fonction des matrices X, B, A clas-
siques associées a la résolution d'un
probléme par la méthode des moindres
carrés, au prix d’'une augmentation du
nombre des inconnues a déterminer. ||
est également possible d'intégrer une
pondération des observations, en modi-
fiant les valeurs du vecteur f.
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De nombreuses méthodes existent
aujourd’hui pour résoudre un probleme
de programmation linéaire, avec princi-
palement deux approches. La premiere
consiste a tester les sommets du
polyedre défini par les p contraintes,
illustré par la fameuse méthode du
simplexe [Dantzig, 1948, 2016]. La
seconde consiste a partir d'un point a
I'intérieur de ce polyedre et a se diri-
ger progressivement vers le sommet
solution, comme pour la méthode de
Karmarkar (1984).

Pour I'application numérique présen-
tée dans cet article, la résolution du
probléme de programmation linéaire
est réalisée a travers la librairie Ip_
solve®, disponible sous licence LGPL,
et facile a interfacer avec différents
langages de programmation.

Une autre approche pour la résolu-
tion du probléme de minimisation en
valeurs absolue est d’utiliser la tech-
nique IRLS-Iteratively Reweighted Least
Squares [Rice and Usow, 1968 ; Holland
andWelsch, 1977]. Lidée est ici de refor-
muler le probléme de minimisation en
valeur absolue sous la forme :
n

Tt
- : -17,,|2
| = . 12 (1
g@tEMI EﬁinJlﬂl(&
=

i=1

On considére alors que r; = |v;|~! estun
poids associé au probléme de minimisa-
tion par les moindres carrés, et on peut
déterminer la solution en norme L1 en
utilisant la méthode des moindres carrés
classique, et en réalisant des itérations
sur la matrice de poids utilisée.

Mise en ceuvre de
I'ajustement par
M-estimateur de Huber

A la connaissance de I'auteur, deux
méthodes numériques peuvent étre
utilisées pour calculer une solution
au probléme d'ajustement par le
M-estimateur de Huber : la méthode de
Newton [Chen and Pinar, 1998 ; Guo,
2003] et la technique IRLS.

Pour produire les résultats présentés
dans cette étude, la technique IRLS est
utilisée, ainsi qu’une valeur k= 1.345
pour le paramétre de la fonction de

5 http:/Ipsolve.sourceforge.net
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Huber. Avec la technique IRLS, le
probléme de minimisation est refor-

mulé sous la forme :
n

q 2
i ), v

i=1

(17)

Avec a(v;) considéré comme un poids
dans la méthode des moindres carrés
d’expression :
1 .
—silul <k

_ 2
a(u) = 2

klu|™? —?uz silul >k

(18)

Ajustement robuste
par algorithme de type
RANSAC

Initialement proposé par [Fischler and
Bolles, 1981] I'algorithme RANSAC se
décline aujourd’hui en toute une famille
d’algorithmes, adaptés a différentes
situations et besoins d’optimisation
des caractéristiques de I'original [Choi,
Kim and Yu, 2009]. Largement utilisés
dans les domaines de la vision par
ordinateur, les algorithmes de type
RANSAC peuvent également étre utili-
sés pour réaliser I'ajustement robuste
de mesures en topographie [Tarsha-
Kurdi et al., 20071].

Comme expliqué par exemple dans
[Simonetto, 2021], dans un probléeme
ou I'on dispose de n observations et
m inconnues, l'algorithme RANSAC
consiste a sélectionner N échantillons
de m mesures parmi les n disponibles,
et a calculer N solutions ajustées. Pour
chaque solution, on calcule le nombre
n;de mesures compatibles, c’est-a-dire
pour lesquelles I'écart entre la mesure
et sa valeur théorique calculée a partir
de la solution ajustée est inférieure en
absolue a une tolérance t fixée. Si une
solution comptabilise suffisamment
de mesures compatibles (i.e. n,->7), la
solution est validée. Schématiquement,
il consiste en la réalisation des étapes
suivantes :
- déterminer ou choisir les valeurs des

parametres N, tet T
- répéter N fois ;

-sélectionner aléatoirement un

échantillon de m mesures,
- calculer la solution ajustée a partir
de cet échantillon,



- calculer le nombre n; de mesures
compatibles avec cette solution,
suivant la tolérance ft,

- (valider le modeéle si n; >T, I'algo-
rithme pouvant étre stoppé des que
cette condition est atteinte),

- sélectionner la solution comptabilisant
le plus de mesures compatibles avec
elle;

- recalculer éventuellement une solu-
tion ajustée a partir de I'ensemble des
mesures compatibles avec la solution
sélectionnée.

Plusieurs parameétres sont donc a
choisir avant d’utiliser I'algorithme
RANSAC :

-la tolérance t pour considérer une
mesure compatible avec la solution
calculée a chaque itération ;

- le nombre T de mesures compatibles
avec la solution permettant de consi-
dérer la solution valide et d’arréter le
calcul itératif ;

- le nombre N d'itérations réalisées sur
I"algorithme, calculé par la formule :

_ log(1-p)
Tlog(1—-(1—&)™)

(19)

Expression dans laquelle p est la proba-
bilité de tirer aléatoirement parmiles N
échantillons au moins un échantillon ne
contenant pas de fautes et ¢ le pourcen-
tage de fautes dans les mesures.

Dans le cas qui nous intéresse en topo-

graphie, ou le pourcentage de fautes dans

les mesures est inconnu, I'algorithme

RANSAC adaptatif proposé par [Hartley

and Zisserman, 2004] est plus adapté :

- choisir les parametres t et T, fixer
N=+oetN, , =0;

- répéter tantque N> N,

-sélectionner aléatoirement un
échantillon de m mesures,

- calculer la solution ajustée a partir
de cet échantillon,

- calculer le nombre n; de mesures
compatibles avec cette solution,
suivant la tolérance t,

- (valider le modele si n;> t et éven-
tuellement stopper le processus
itératif),

-calculer le paramétre € par la
formule :
e=1-ny/n (20)

- calculer le paramétre N associé avec
la formule de I'équation (19),

- incrémenter la valeur
Nimin=Nmin+ 1,

- sélectionner la solution comptabilisant
le plus de mesures compatibles avec
elle;

- recalculer éventuellement une solu-
tion ajustée a partir de I'ensemble des
mesures compatibles avec la solution

sélectionnée.

C’est cet algorithme adaptatif que nous

avons utilisé pour notre étude :

- le calcul des coordonnées du point M a
partir de m =2 observations est réalisé
par la méthode des moindres carrés
en tenant compte des précisions des
mesures. Il n"y a alors aucune sura-
bondance d’observations. A I'itération
kde I'algorithme, on obtient une solu-
tion %{ihsac ;

- le critére utilisé pour vérifier la compa-

tibilité des mesures avec la solution

ajustée est la valeur du résidu, c’est-a-
dire I'écart entre la mesure et sa valeur
théorique f; {fﬁﬁimc ) :

pour qu’une observation soit consi-

dérée compatible avec la solution

ajustée, on considére une tolérance de
t=1.96 x O soit, pour des erreurs distri-
buées suivant la loi normale centrée
d’écart type O =2 mm, un intervalle
de confiance de 95 % sur les valeurs ;

- la valeur de la probabilité d’avoir au
moins un échantillon sans faute est
considérée a p =0.99;

- le nombre d’observations dans notre
exemple étant faible, nous avons
choisi ne de pas stopper le processus
itératif lorsqu’un certain nombre de
mesures compatibles avec une solu-
tion était trouvé ;

- a partir des mesures compatibles avec
la solution sélectionnée, un ajuste-
ment est réalisé par la méthode des
moindres carrés. Pour les mesures
non compatibles avec la solution
sélectionnée, des résidus sont égale-
ment calculés.

Résultats obtenus avec les
méthodes robustes sur le
jeu sans faute

Lobjectif est ici, dans un premier temps,
de comparer les résultats obtenus par
les différentes méthodes d’'ajustement
testées sur le jeu de mesures sans faute
(moindres carrés, norme L1, Huber
et RANSAC adaptatif). Le tableau 6
résume, pour chaque méthode, la
solution ajustée obtenue sur les coor-
données du point, en métres, ainsi que
les valeurs des résidus en millimétres.

On constate que les valeurs de la
solution ajustée et des résidus pour
la méthode des moindres carrés, du
M-estimateur de Huber et RANSAC sont
identiques. En effet, sans présence de
faute, la fonction de Huber de I'équa-
tion (13) correspond a celle utilisée dans
les moindres carrés, a un coefficient 0.5
pres. Il est donc normal d’obtenir les
mémes résultats que pour la méthode
des moindres carrés. Dans le cas de
I"algorithme RANSAC, puisqu'aucune
faute n’est présente, toutes les obser-
vations de notre jeu de mesures sont
considérées comme compatibles avec
tout échantillon de deux mesures sélec-
tionnées aléatoirement parmi les cinqg.
La derniere étape de la méthode

Moindres | NormeL1 | Huber | RANSAC
carrés

Coordonnées ajustées (en m)
Xy -1.5973 -1.5972 -1.6973 -1.6973
Y 1.0976 1.0976 1.0976 1.0976
Résidus (en mm)
(Distance de M vers P,)V, 0.0 0.0 0.0 0.0
(Distance de M vers P,)v, -0.2 0.0 -0.2 -0.2
(Distance de M vers P5) V5 2.0 2.1 2.0 2.0
(Distance de M vers PV, -1.4 -1.4 -1.4 -1.4
(Distance de M vers Pg) Vg 1.1 1.0 1.1 1.1

Tableau 6. Coordonnées ajustées et résidus obtenus par les différentes méthodes

d’ajustement sur le jeu de mesures sans faute.
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RANSAC utilisée consistant en un ajus-
tement par moindres carrés a partir de
I'ensemble des mesures compatibles
avec la solution retenue, nous obtenons
logiquement la solution des moindres
carrés.

Dans le cas de la méthode d'ajustement
en norme L1, des écarts parfois supé-
rieurs au critére de convergence utilisé
peuvent étre constatés sur les valeurs
ajustées et les résidus par rapport a
la méthode des moindres carrés. Les
deux méthodes s’appuient sur des
M-estimateurs, donc avec un minimum
de la fonction p associée en zéro, mais
le critere d’optimisation est légérement
différent : minimisation de la somme
des carrés des écarts (moindres carrés)
ou de la somme des valeurs absolues
(norme L1), conduisant a des valeurs
optimales différentes.

Résultats obtenus avec
les méthodes robustes
sur le jeu avec fautes

Intéressons-nous maintenant aux
valeurs ajustées et résidus obtenus par
les différentes méthodes sur le jeu de
mesures avec deux fautes présentes (17
et 3° observations). Le tableau 7 résume
ces valeurs et indique également pour
chaque méthode, la différence entre
les solutions ajustées obtenues en
utilisant le jeu avec et sans fautes, en
millimetres.

Nous avons déja discuté le cas de
la méthode des moindres carrés et
constaté le fort impact de ces fautes
sur la solution ajustée et les résidus.
Dans le cas des méthodes robustes,
on constate que la solution ajustée
est peu impactée par la présence des
fautes, avec au maximum 2 a 3 mm
d’écart sur la coordonnée x,, dans le
cas de la méthode du M-estimateur de
Huber. Ceci illustre bien la capacité des
méthodes robustes a fournir un résultat
cohérent méme en présence de fautes.

L'autre intérét de ces méthodes robustes
est leur capacité a fournir des résidus
permettant d’identifier plus facilement
les observations pouvant contenir des
fautes, et estimer |'ordre de grandeur
de la faute. Dans ces méthodes, les rési-
dus associés aux mesures portant les
fautes sont trés proches de la valeur de
la faute : 48,8 mm, 48,8 mm et 477 mm
au lieu de 50 mm sur la premiére obser-
vation pour respectivement la norme
L1, RANSAC et la méthode de Huber.
23,5 mm, 23,6 mm et 22,4 mm au lieu
de 20 mm sur la troisieme observa-
tion pour respectivement la norme L1,
RANSAC et la méthode de Huber. On
constate également que pour les autres
mesures, les valeurs des résidus sont
trés faibles : moins d'un millimeétre pour
la norme L1 et RANSAC. Dans le cas de
la méthode du M-estimateur de Huber,
les résidus obtenus sur les mesures
sans faute sont légerement plus élevés
de l'ordre de 2-3 mm, et également plus

Moindres carrés | Norme L1 | Huber | RANSAC
Coordonnées ajustées (en m)
)A(M -1.6131 -1.5972 | -1.5996 -1.5971
Y 1.0911 1.0960 | 1.0966 1.0960
Ecarts a la solution
sans faute (mm)
Sur)?M -18.8 0 -2.3 0.2
Suryy, -6.5 -1.6 -1 -1.6
Résidus (en mm)
(Distance de M vers P,)V, 34.8 48.8 477 48.8
(Distance de M vers P,)V, -15.7 0.0 -2.4 0.1
(Distance de M vers Pg)V4 23.9 235 22.4 23.6
(Distance de M vers P,)V, 1.0 0.0 0.5 0.0
(Distance de M vers Pg) Vg 10.8 0.2 24 0.1

Tableau 7. Coordonnées ajustées et résidus obtenus par les différentes méthodes
d’ajustement sur le jeu de mesures avec fautes.
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importants que sur la solution sans
faute, montrant une légere influence
des fautes. En effet, le M-estimateur
de Huber est un compromis entre la
méthode classique des moindres carrés
et I'ajustement en norme L1, comme le
montre la fonction de Huber de /'équa-
tion 13.

Les résultats du tableau 7 montrent
bien I'intérét que peuvent avoir les
méthodes robustes d’ajustement pour
la détection et I'identification de fautes
dans les mesures, mais également
pour déterminer une solution ajustée
robuste, méme en présence de fautes.
Il faut cependant garder a l'esprit
quelques points importants.

Comme cela a déja été indiqué, les
méthodes robustes possédent un point
de rupture, c'est-a-dire une quantité de
fautes au-dela de laquelle elles perdent
leur robustesse, et qui peut dépendre
de différents parameétres : degré de
liberté du systeme, quantité et module
des fautes, type de mesures, etc. (cf. par
exemple [Meer et al., 1991; Zhang and
Li, 1998]).

Le calcul de la solution ajustée dans le
cas des méthodes robustes est souvent
plus compliqué (pas de solution algé-
brique) et gourmand en opérations de
calcul que dans le cas de la méthode
des moindres carrés, et ce d’autant
plus que le nombre d’observations
et d'inconnues augmente. De plus,
pour certaines, il n'est pas possible
d’estimer, en plus de la solution, la
précision formelle associée. Dans cette
étude, |'ajustement en norme L1 est
un cas ou |I'on ne peut pas calculer la
précision associée a la solution ajus-
tée. Au contraire, dans la méthode du
M-estimateur de Huber et RANSAC,
telle que mise en ceuvre ici, il est
possible d’obtenir cet élément.

Conclusion

Lobjectif de cet article est d'illustrer sur
un exemple simple, mais concret, I'inté-
rét potentiel de remplacer la méthode
des moindres carrés par des méthodes
d'ajustement robustes pour la détec-
tion et l'identification de fautes. Apres
avoir présenté les jeux de mesures utili-
sés, I'impact des fautes sur la solution
des moindres carrés est illustré, et la



méthodologie classiquement adop-
tée pour la détection et I'identification
des fautes avec cette méthode est
présentée. Nous nous sommes ensuite
intéressés a trois estimateurs robustes
particuliers : I'ajustement en norme
L1, le M-estimateur de Huber et une
méthode de type RANSAC adaptative
et avons illustré par I'exemple les capa-
cités de ces méthodes a obtenir, malgré
les fautes, des solutions ajustées pas ou
peu impactées et a faciliter la détection
et l'identification de fautes par étude
des résidus associés aux mesures. ®
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ABSTRACT

In the least squares adjustment
method, the existence of gross errors

in the measurements impacts both

the adjusted values and the residuals.
In particular, due to the correlation
between the residuals, an error on

a particular observation may be
undetectable on the corresponding
residual but may affect residuals on
other observations, complicating the
detection and identification process.

It is sometime better to use robust
adjustment methods that have two
main advantages: the adjusted values
are very little affected by the presence
of gross errors, and the residuals enable
to better detect and identify the errors
and their values. In this contribution, we
use a practical example to show both
the impact of gross errors on the least
squares adjustment method and the
classical methodology used to detect and
identify the faulty observations, and the
advantages of using robust estimators.
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