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I. RESUME

Si certains paramétres statistiques d’appréciation
de la qualité sont hien connus st fréquemment
employés, on oublie parfois ou néglige souwvent
I'usage de certaines quantités dérivées des observa-
tions ou des calculs de compensation, qui peuvent
parfois se révéler Torl uliles.

Le but de cette présentation est donc de rappeler
succintement Pexistence el l'emplol de guelques
variables statistiques simples pouvant sarvir notam-
ment & dimensionner un echantillonnage de contrale,
exprimer les intervalles de confiance des moyennes
et des écarts-types, effectuer des tests comparatifs,
avaluer la signification et l'incidence de la plus
grande valeur trouvée dans un contrdle (statistiques
d'ordre) ou rejeter sans trop d'arbitraire les valeurs
aberrantes d'une série d'observations.

Concernant les tests comparatifs (test © de Stu-
dent, test du X*, test F de Fisher), il est important de
souligner gue leur universalité et la sireté de leur
emplol peuvent étre trés uliles en cas de contestation
des résultats.

Divers usages pratiques de ces varables sont don-
nés en exemple. DVautres emplois possibles seront
simplement évogques,

Il. ESTIMATION DES PARAMETRES

Soit une suite quelconque de variables aléatoires
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Iil. PROPAGATION DES VARIANCES
On démantre gue, pour toute relation lingaire {ou

linéarisée) :

¥ =AX+ B

la matrice de variance de Y résultant de la relation ci-

dessus est donnée par :

Vy = AVLA’ (1)

# xOX X
ol Vy ( T ox,
! o,

est la malrice de variance du vecteur 2,
Dans le cas d'une fonction lingarisée, cela ne reste
vrdl qu'a proximité du point de linéarisation [figura 1),
u
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Dans une compensation par les moindres carrés de
la forma :
xety = A (X, +AX) + Ay

la normalisation selon|| v ||minimum conduit a :

N = AW s
M AX = havec 3h = - A'Wx'1tﬂ)(o + Ay - x
W' = matrice des petls

d'ou les inconnues :
AX = N'h
En appliquant la relation (1} & cette forme lingaire,
on trouve :
N Ax = &t N (2}
ol ﬁro? {"factaur de variance’) sst issu des résidus
aprés compensation :

P = lv*wu-w - Fp_\fﬂ
r
{r = redondance du systéme]

La “précision” des résultats d'une compensation
se déduit donc de deux sources d'informations ¢
1. N7 dépend de la configuration du réseau
2.5} dépend des observations



La matrice variance des inconnues parmet d'expri-
mer, directament ou indirectement :

al sur fa diagonale, les variances des inconnues,
bl avec les termas rectangulaires, les covariances,
par lesquelles on peut exprimer des ELLIPSES
D'ERREUR & deux dimensions ou des cllipscides
d'erreur & trois dimensions.

Cas sllipses sont une forme d'expression de la dis-

tibution des variables aléatoires gaussiennes (ou
“variates™) x et y d'un point compensa.

Une seule section de ce volume par un planz = Iy
peul, conventionnellament, exprimer des écarts
types sur les axes x et y {figure 2),
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La recherche des axes de I'allipsa (d, oy, 0y se fait
Bn Bxprimant les valeurs propres de la sous-matrice
de variance du point considérd :
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La covariance est nulle dans le systéme (u, wh. Il
faut prendre garde loutefois que des distorsions de
cette sstimation sont 3 craindre pour des systémes

peu redondants.

IV. INTERVALLES DE CONFIANCE

L'estimation d'un paramétre est toujours ponc-
tuclle. Comment apprécier et évalusr les 8carts possi-

Fig. 3

bles aulour de la valaur trouvée une premiére fois ?

La statistique fournit les distributions des parama-
tres ot o et on peut done connaitre, pour une proba-
lité choisia, lsur intervalle de variation :

Pip<B<psd = 10 =.fE§f (p). dp

1

w= seuil de confiance ou “niveau de signification”
1-a = niveau de confiance (90 %, 95 % ou 99 %)

IV.1. Moyennes
IV.1.1. Si la variance &° est connue

On farme L? variable normale déduite -
X - 4

g/ )
L'intervalle, pour un risque.s, est :
X + ua, . G/IVT
urt,, st issu de la loi Nermale N {0, 1) (figurae 3).

IV.1.2. 5i la variance g est inconnue
On la remplace par son estimateur

i = 1—Etx - X

n-1
at on forme la variable 1 de Student -
t =

aivh

qui suit la lai du méme nom & (n-1) degrés de liberté
intervalle X + tu, . 0/VN

IV_1.3. Applications

Dans les deux cas-ci-dassus, la moyenne “vraie"™
est inconnus. On peut seulement dire qu'elle ss sitye
dans l'intervalle calculé avec la probahilité (1 - e,

Mais si I'on dispose d'un estimateur de  {valeur
d'étalonnage), ou valeur théorique nulle dans le cas
des résidus d'une compensation, etc.), on peut ainsi
“rualifier” I'écart trouvé en centrant Fintervalle sur la
valeur donnée.

Cacl permet de mettre en évidence le déréglement
d'un instrurmen! ou un systématisme dans une corm-
PErsaiarn.

IV.1.4. Exemples

a) Soit une distance mesurde quatre fois avec un
distancemétra dlectro-optiqgue dont la maoyenne
s'atablit 4 100.000 m avec un écart-type a prior sup-
posé de 3 mm.

Foure = 6%, u,, = 1.98
P{100. - 1.96 0 cu<100 + 1,969}~ 0.95

W

P{99.997<#<100.003} = 0.95

b) Si & = 0.003 est I'écart-type d'achantillon lgue
I'on peut qualifier da maigre),
ta 3 = 3.18

P{99.995<4<100.005 } = 0.95

ol 5i D = 100.0000 m est |a longueur d'une base
d'élalonnage et qua la moyenne des quatre mesures
ci-dessus ressort & 100.0025, un test unilatéral don-
nerait :

P{4<100.0025 } - 0.95



La constante peut étre supposéc nulle car il n'y a
que cing chances sur 100 gue I"écart trouvé soit signi-
ficatif.

V.2, Variances

Une somme de carrés suit une distribution X2 de
Pearson.

L 1
L'estimateur 8 = —ZX(x - x)* de o? étant forma
n-1
par une somme de carrés, la quantité (n-1) 5°/d% est
distribu¢e suivant la loi ¥* & (n-1) degrés de liberté,
L'intervalle a pour limites :

{n-1) o {n-1} &
2 91 Ed
KE o2 iy

Tout comme en IV.1., silI'on dispose pour o d’'un
estimateur supposé meilleur que celui fourni par
I'échantillon (écart-type donné par le constructeur
d'un instrument, valeur issue d'un étalonnage sur
une population plus impaortante, etc.), cette proce-
dure devient comparative et permet d'apprécier les
variations par rapport a une valeur plus probable.

En autra, si l'on prend pour o la valeur (0°)_ impo-
s8e par une spécification, la procédure davient absa-
lue et permet de conclure a Pacceptation ou au
rajet — de ia série d'obsorvations considérde.

Exsmple :

Pour un contrile rapide de I'instrument précédent
tg a priori = 3 mm), on peut définir 'intervalle de

confiance de n = B mesures au niveau = 1 %.
mﬂ."?,? = 2028 x?l-a.-z,? = 0.99
7 x 9mm* 7 E
Pl < 6% mem}= 0.99
20.28 0.99

P{3.11 <&’ 6364} — 0.99
soit P{1.8 mm <d<8mm} = 0.99

Pour une appréciation plus sévere, il faudrait pren-
dre un seuil plus significatif (2= 10 % par exemple!.
Les valeurs trouvées ci-dessus pour @ = 1 % {proba-
bilité 0.99) montrent clairement que "écart-type
exparimantal de notre instrument issu d'un &chantil-
lon de seulement huit mesures, peul fluctuer assaz
largement autour de la valeur attendue,

V. TESTS COMPARATIFS
¥.1. Principes généraux

En présence de différences dans les paramétres de
deux populations, toute décision impliqua une hypo-
thése initiale appelée “hypothése nulle”, notée H,.

Pour deux valaurs p, et p, d'un méme paramétre,
la démarche habituelle est de considérer initialement
que leur différence n’sst pas significative :
Ho bk, =iy

Toute autra hypothése est appelée “alternative’” et
sera notée Hy. On peut tester selon trois alternati-
ves :
Ha Pigk Poi PPy PPy

De mémea qu'an IV., nous devons chaoisir un niveau
de confiance {1-2) nous donnam la probabilité de la
justesse de la décision lorsqua Hy est vral,

En outre, nous pouvons introduire une probabilité
B avec laquelle nous acceptons la risque de n'avair

pas repéré un systamatisme dans I'estimation de B,
ou da p,.

Inversement, la fonction puissance {1-18) nous
donne la probabilité de repérage de cette erreur
syslématique. Elle est également utilisable pour
dimensionner I"échantlllon de contrdle.

V.2. Comparaison da moyannes
V.2.1. Si la variance d° est connue

La distribution de (X, - %) est normale, a pour
moyenne (g - g.) el pour variance o, , = of d

—_— —

On forme la variable réduite : n, Ny
X o=

i, 21 2
Voot

I
el on tests, avec le risquea, I'hypothése nulle
fe, ) = 0 contre laliernative p, = u,.

Cela revient a chercher si 'intervalle X, - X, £ ug,, .
d, , contient ou non la valeur 0.

Sio, = o, |8 tast permet de vérifier I'appartenance
{ou non) & une méme population.

V.2.2. Si la variance o’ est Inconnue
On la remplace par son estimateur :

o s X, =X %, - %P
3 -
n [(n -1 n, (n, - 11
Py = O + &,

La variable_réduite :
x -
Woomme L

<28

suit une loi de Student & (n, + n, - 2} degrés de
liberté.

NB : 5i 0, =, on peut former :

44

_Elx - &P+ B, - B
W

i i

oSt i— + =)

n n

1 2

Dans les deux cas ci-dessus, on peut Tormular
comme hypathése initiale que la différence trouvée
est significative au niveau 3:

Hu.'lul-,u; =8 =x-5k

En testant unilatéralement contre I"alternative u |
- f, = B, on peul ainsi reconnaitre ou réfuter un
systamatisma. En procédant par tdlonnement, en
plusieurs essais, il est possible de déduire finalement
la probabilité {1-3) de cette affirmation.

V.3. Comparaison des variances
Soient deux échantillons {n, & et (n, &),

La variable &%/ ¢®suit la loi F de Fischer-Snedecor si
les échantillons ont méme variance o®,

*

-
xn - 1 Fin, - 1,n, -1}
X n, = 1)

On teste alors I"alternativa &/ e # 1 {test bilaté-

ral) ou, unilatéralernent, E:‘vf»f:; ou &7 < &,
1

Ce test peul permettre de savoir si deux équipe-
ments de masure donnant la méme précision ou non -
ou encore de juger si deux échantillons de contrals
peuvent étre rattachés a une méme familla,

il s e U



Exemple -
Un cantrile par un nivellement précis des altitucles
£ de points hien idantifiés fssus d'une fauille photo-

grammeétrique danne log résultats suivants @,
-~ échantillon 1 -

n= 8§ 4, = 010m B = 032m
échantillon 2 : _ !
=12 4 = 0.07m Gy = 0.26m

Sid = 0.28est la spécification, pcut—zun refeter la
“2one d'échantillonnage ° 1 ?

Ho=@ -
...g ; : _flz%q = 5%
H! | ai:h % ﬁh?

3 o
K= &

2,

oz 7. 11 = 3.78

f:éf{k%Hb accepté avec P = (.95,

ll'y a done 95 chances sur 100 fque les deux échan-

tilons appartiennent a une mame familla.
V4. Autres tests

llen existe de nombreux, plus ou moins utiles. Cer-
NS peuvent étre parfois nécessaires poyr juger da

la normalité gaussienne d'una distribution histogram-
mee ;

= tet X (daja cités),

~ symétrie el aplatissemant,
- — irmégularités de classes,
- — fréquences marginales.

= 1.429

VI. DIMENSIONNEMENT
DELECHANTILLONNAGE DE CONTROLE

Aprés avoir &tabli que la sireté d'un estimateur

saccroit pour n Lee, |y littérature semble plutat
sibylling & ca sujer.

VL1

Une premigre methode, issue de la lof des grands
- fombres, utilise |'inégalité de Tehebychev

Pour 1oute valeur £ = 0 st D<d =1, i existe un
- entisr n tel que pour taut mzn :

BLIR, -v I<e)>1 -5

étant I'incertitude.

En posant & = ! ptrg sy 2R
* Vi
i1gx 1

p i —&K -1 £+
VR

e

¥ i
oL e
Vi

linégalité de Tehebychew)
. i ox
Hvient, par substitutions : m.}a—a_z.

Cette dernigre formuke peut servir 3 caleuler Jo
nombre de séries nécessaires 4 'abtention d'une pre-
cision souhaitée,

Dans le cas d'un contrale -

mesure - contrdlé (dimension n}

& =
1 = moyenne desy =g

6:1, = acart typs des MBsUres initiales
&, = écarl-type du controle

&-1 =1,|'f3; + 0

I

Pour que I'échantilion soit suffisant par rappart ag,

a- 2
avec une incertitude, il faut que : m}-_-"__
6. k2

Caci permet de canfirmer I"écart moyen .\ constats,
V1.2,

Une autre méthode utilise fa tonction puissance
des tests u et t pour confirmer ou infirmer (a diffé.
rence  de 2 moyennes (figure 4) :

B 4

fx'1 X fo= |, - ;.ruj =4
Exemple :
Soity, = B4 = g = 3
Quel est le nombre de valeurs nécessaira pour

confirmer & = 2 avecr — § 9 {population a con-
trélerl et /i = 10 % téchantillon),

Uy = 1.64

Ug = 1.28
=24 + 1845 _ 2. 1289 %
Wn Vin
=2V = dileg4 + 1.28) = 3 x 292
d'ol n=-19
Vi.3.

Pour le contrile des variances, deux faits paEUvent
elre considéras -

al =N (n,d) pourn e

bl pour n “grand” fterme mal défini dans les référen-
ces da 'auteur), :

la variable u — (o - 8,1/VGT2n, + oo, est ung
variable normale reduite. On tiendra done e méme

raisonnement que pour |g vcomparaison de deux
mayennes (test u),

Vil. STATISTIQUES D’ORDRE (1)

Ces statistiques expriment des fonctions des

cbservations tenan| tompte de leur ordre gu de lsur
valeur.,

On forme une suite croissante des observations x, de
I"échantillon :

XK. <X .. <X

- n L 3
dont on retient les valeurs extrémes %, etx , ainsi que
I'étendue R = X i

Far des fonctions linéajres de Féchantition



ordonné, ja statistisque peut définir fa distribution
théorique de chague rang (ordre i),

Diverses applications ont été développées pour
I'étude de la sécheresse, de |'écoulemant des fluides,
de la fatigue des matériaux. On peut en tirer profit
pour certaines évaluations lites a la topométrie. Les
exemples ci-dessous sont extraits d'un article du
Prof. Bachmann (raf. 1].

VIl.1. Distribution de x_
P b(l_c:\fj = Plx etx st el X < vl

=P ix< vl x P lg<vh. Pix <vi
Plx<yl =6, "}

La probabilité de I'évenement x < v esl entiére-
ment détarminée par la fonction de distribution de 13
population X,

En se fixant un seuil de confiance
Pi{Fx)>@f=1-8"
La fraction des “individus” da la population ¥ ayant
une valaur x < X est au mains ¢gale aps.
Exemple : Contrdle par 46 points des écarts planimeé-
triques d’un plan topographique.
% est le plus grand Goart trouvé. Mous renseigne-t-il
sur la précision du levé ?
Hypothese initiale
H, : 95 " des erreurs de tout |e levé ont une valeur
:"-‘\': x||
P{H, vrai) = 1 -8 = 1 - (0.05*~81%

Il ¥ a g1 % de chances gu'au moins 95 % des

arreurs X, du levé soient inférisuras ou égales a |"ecart
maximum X, du contrale.

VIl.2. Distribution de I'étendue réduite

, on montre que ©

H A }(” 5 xl
1 1
ro= -SR = —dﬂxn x,)

Pir = nﬁ:i‘[x]'.i]:"ﬂul-. rdu]r mldX

Ceci permet o accepter ou de rejeter les grandes dis-
persions.

Exemple @ Angle répélé neuf fois avec g = 3o

R =x -x = 12¢ccest acceptable ?

1

HER} — (.893 soit une chance sur neul de dépas-

ser. L'écart de 12 ¢c est donc acceptable.

Vill. AUTRES MOYENS, AUTRES SUJETS
VIil.1. Dévigtion systématique des cbservations

Outre les movens exposas en V.2, on peut signa-
ler I'existence de la méthode des différences succes-
sives ou critére o' Abbe (4).

G| n-1
ﬂz = e— F lx:'i"l >'I‘l ¥
2n-11 =1
1 n
o= — 3 ix - %P

po= gF S8t

Pour n =20—loi normale

Plre i) =@

VIILZ. SYSTEMATISMES COMPLEXES (2, 4,5)

Paur les courbes, surfaces, vecteurs de déforma:
tion, ctc, connus ponctuellement, formuler (par
regrassion} une loi mathématique sur la “tendance’
du phénomene.

Tester ensuite la validité de cette loi {d? écarts, ou
cocfficient de corrélation de la régression). Le moyen
supréme en la matiére est le “filtrage par maindras
carrés’’ qui exprime la fonction de covariance des
ohservations. Une application remarguable de cetle
méthode permet d'exprimer la déformation des films
adriens {5).

V1il.3. “Lissage’” d'observations

Il utilise les mémes moyens gqu'en Vill.2. pour
résorber les écarts relatifs,

Au CERN, sur les accéléraleurs de particules, on
effactue unc mesure indépendanta de ces ¢carts rals-
tifs puis la réselution sous une double condition de
UMW

tlvll et IdRI} mini.
Viil.4. Collocation par moindres carrés (51

Il 5'agit de la combinaison des techniques d'ajuste-
ment, d'interpolation et de filtrage.

La méthode permet de se “situer” mathématigue-
ment sur des surfaces complexes avec le meilleur
rapport signal/bruit possible.
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